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S y n o p s i s. Inwestowanie w towary stanowi dobr¹ alternatywê dla inwestycji w
instrumenty finansowe. Uwzglêdnienie towarów w portfelu pozwala osi¹gaæ korzy�ci z
jego dywersyfikacji. Jednak uwa¿a siê, ¿e udzia³ towarów nie powinien przekraczaæ 30%.
St¹d, celem pracy jest weryfikacja tych wytycznych w warunkach polskiego rynku. W
badaniach uwzglêdniono akcje wybranych spó³ek, notowanych na Gie³dzie Papierów
Warto�ciowych w Warszawie, metale szlachetne i towary rolne. Aby wyznaczyæ udzia³y
poszczególnych walorów, zastosowano dwa alternatywne podej�cia: klasyczny model
Markowitza i model SEM, minimalizuj¹cy semiwariancjê portfela.

WSTÊP

Ryzyko zmiany cen towarów wci¹¿ pozostaje istotnym elementem wspó³czesnych ryn-
ków i wp³ywa zarówno na gospodarki krajów rozwijaj¹cych siê, jak i krajów rozwiniêtych.
Towar mo¿e byæ przedmiotem handlu na rynkach gotówkowych (spot) i terminowych (futu-
res), przy czym transakcjê mo¿e zakoñczyæ fizyczna dostawa towaru lub rozliczenie gotów-
kowe. To odró¿nia rynki towarowe od rynków obligacji i akcji, na których zawierane s¹
wy³¹cznie transakcje finansowe. Jednak rynki towarowe i finansowe s¹ ze sob¹ powi¹zane,
czego przyk³adem mog¹ byæ pochodne, dla których instrumentem bazowym s¹ towary i
indeksy towarowe.

Wprowadzenie towarów do portfela, z³o¿onego z akcji i obligacji, przynosi wymierne
korzy�ci w postaci efektu dywersyfikacji, przesuwaj¹cego w górê granicê efektywn¹ [Ge-
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man 2007]. Przy tym inwestorzy maj¹ do wyboru po�rednie formy inwestowania w towary
(np. zakup akcji firm sektora towarowego) i formy bezpo�rednie (np. fizyczny zakup towaru
od producenta lub po�rednika). Drewiñski [2007] zwraca jednak uwagê, ¿e ograniczaniu
ryzyka sprzyja wzrost udzia³u towarów w portfelu, ale nie wiêcej ni¿ do 30%. Z kolei Scho-
field [2007] podaje wyniki badañ, przeprowadzonych przez Berclays Capital, których celem
by³o ustalenie optymalnej alokacji towarów w portfelu. W wyniku zastosowania standar-
dowych technik optymalizacji portfela stwierdzono, ¿e modelowy portfel powinien zawie-
raæ 25% udzia³ towarów.

Celem pracy jest weryfikacja tych wytycznych w warunkach polskiego rynku. W bada-
niach uwzglêdniono akcje wybranych spó³ek, notowanych na Gie³dzie Papierów Warto-
�ciowych w Warszawie, metale szlachetne i towary rolne. Aby wyznaczyæ udzia³y poszcze-
gólnych walorów, zastosowano dwa alternatywne podej�cia: klasyczny model Markowitza
i model SEM, minimalizuj¹cy semiwariancjê portfela.

MATERIA£ EMPIRYCZNY I ZASTOSOWANE MODELE

W niniejszej pracy, podobnie jak w pracy Górskiej i Krawiec [2009], skonstruowano
portfele inwestycyjne, w sk³ad których wesz³y akcje wybranych spó³ek notowanych na
Gie³dzie Papierów Warto�ciowych w Warszawie, metale szlachetne: z³oto i srebro oraz to-
wary rolne: pszenica konsumpcyjna i kukurydza paszowa. Podstaw¹ analiz ilo�ciowych
by³y ceny badanych towarów. Udostêpnione na stronie internetowej Ministerstwa Rolnic-
twa i Rozwoju Wsi ceny pszenicy i kukurydzy by³y �rednimi cenami tygodniowymi, obej-
muj¹cymi okres od stycznia 2005 do 17 maja 2009 roku (228 obserwacji). W ten sam sposób
przekszta³cono notowania na zamkniêcie wybranych akcji oraz ceny metali szlachetnych
podawane przez cytowany w Rzeczpospolitej serwis www.e-numizmatyka.pl. By³y to ceny
w USD za uncjê kruszcu. Przeliczono je wiêc na z³otówki, uwzglêdniaj¹c oficjalny kurs NBP.

Celem pracy [Górska, Krawiec 2009] by³a ocena mo¿liwo�ci osi¹gniêcia korzy�ci z dy-
wersyfikacji portfela za pomoc¹ dostêpnych form inwestowania w towary w warunkach
polskiego rynku. Wszystkie walory mia³y jednakowe udzia³y, a sk³ad poszczególnych port-
feli ustalono arbitralnie. Natomiast w badaniach, których wyniki zaprezentowano w tej
czê�ci pracy, do ustalenia sk³adu poszczególnych portfeli, wykorzystano dwa alternatywne
podej�cia: klasyczny model Markowitza i model SEM.

Problem wyznaczenia udzia³ów walorów w modelu Markowitza [1952] sprowadza siê
do rozwi¹zania zagadnienia optymalizacyjnego, jakim jest minimalizacja wariancji stóp zwrotu
portfela:

(1)

przy ograniczeniach:

(2)

(3)
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(4)

gdzie:
� wariancja stóp zwrotu portfela akcji, g � okre�lona z góry stopa zwrotu dla ca³ego portfela,
przy za³o¿eniu g £ max zi, zi � �rednia stopa zwrotu i-tego waloru, xi � udzia³ warto�ciowy i-tego
waloru w portfelu, kij � kowariancja stóp zwrotu i-tego i j-tego waloru1 .

Model wyboru portfela SEM jest podobny do klasycznego podej�cia Markowitza, ale
tutaj minimalizowana jest inna miara ryzyka � semiwariancja stopy zwrotu portfela (              ).
W przypadku klasycznej wariancji uwzglêdnia siê odchylenia od oczekiwanej stopy zwrotu
zarówno �in plus�, jak i �in minus�. Natomiast w przypadku semiwariancji, mamy do czynie-
nia z pojmowaniem ryzyka jako zjawiska negatywnego, dlatego uwzglêdniamy jedynie ujemne
odchylenia od oczekiwanej stopy zwrotu [Jajuga, Jajuga 2005]. W zwi¹zku z tym, problem
wyznaczenia udzia³ów walorów w modelu SEM sprowadza siê do rozwi¹zania zagadnienia
optymalizacyjnego, polegaj¹cego na zminimalizowaniu g � semiwariancji [Rutkowska-Ziar-
ko, Markowski 2007]:

(5)

przy ograniczeniach (2) � (4),
gdzie:

(6)

(7)

dij(g) � semikowariancja od za³o¿onej stopy zwrotu, m � liczba jednostek czasowych,
w których rejestrowane s¹ stopy zwrotu walorów zit, t =1,2,�,m, zpt � stopa zwrotu portfela
w momencie t.

WYNIKI BADAÑ

W badaniach uwzglêdniono nastêpuj¹ce walory: cztery akcje, wchodz¹ce w sk³ad indek-
su WIG 20, reprezentuj¹ce odmienne bran¿e. S¹ to: PKN Orlen, PeKaO, TP SA i TVN. W zwi¹z-
ku z tym, ¿e w sk³adzie indeksu WIG20 nie ma akcji firm przemys³u spo¿ywczego, dokonano
doboru akcji spó³ki uwzglêdnionej w portfelu bran¿owego subindeksu WIG-spo¿ywczy. Nie-
stety spó³ka o najwiêkszym udziale w portfelu tego indeksu � Kernel, zadebiutowa³a na
Gie³dzie dopiero 23.11.2007 roku. Wybrano zatem drug¹ w kolejno�ci � Kruszwicê. Rozpatry-
wano tak¿e metale szlachetne: z³oto i srebro oraz towary rolne: pszenicê konsumpcyjn¹ i
kukurydzê paszow¹. W badaniach pominiêto koszty transakcji i koszty posiadania towaru.

W badanym okresie najwy¿sz¹ oczekiwan¹ dodatni¹ tygodniow¹ stopê zwrotu uzy-

1 Kowariancja akcji, np. A i B, to iloczyn odchyleñ standardowych akcji A i B oraz wspó³czyn-
nika korelacji miêdzy tymi akcjami [Witkowska i in. 2008].
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skano w przypadku srebra (0,47%), za�
najni¿sz¹ dla TP SA (0,008%), dlatego
za³o¿ono nastêpuj¹ce poziomy g :
0,0001; 0,001; 0,00137; 0,002; 0,0021;
0,003; 0,004; 0,0047. Nastêpnie dla tych
okre�lonych z góry stóp zwrotu dla
ca³ego portfela, wyznaczono portfele
Markowitza i portfele SEM. Otrzyma-
ne wyniki zestawiono w tabeli 1. Dla
wszystkich przyjêtych poziomów g,
otrzymano odmienny sk³ad portfeli
Markowitza i SEM. Najbardziej zbli¿o-
ne do siebie (pod wzglêdem sk³adu)
portfele otrzymano dla najwy¿szego
przyjêtego poziomu
g (0,0047). S¹ to portfele z prawie 100-
procentowym udzia³em srebra. Bardzo
podobny sk³ad portfeli Markowitza i
SEM uzyskano równie¿ w przypadku
g  = 0,004, w których mamy do czynie-
nia z najwiêkszym udzia³em z³ota, po-
tem srebra i akcji Kruszwicy. Dla po-
zosta³ych poziomów g otrzymano ju¿
ca³kiem odmienne sk³ady portfeli SEM
i Markowitza, lecz mo¿na zauwa¿yæ, ¿e
dla trzech najni¿szych poziomów g,
portfele Markowitza maj¹ identyczny
sk³ad.

W portfelach Markowitza udzia³
walorów, reprezentuj¹cych bezpo�red-
ni sposób inwestowania w towary
waha siê od 63%, przy najni¿szych po-
ziomach g, do prawie 100% przy po-
ziomach najwy¿szych. Po uwzglêdnie-
niu tak¿e po�redniego sposobu inwe-
stowania w towary � akcje spó³ek zwi¹-
zanych z sektorem towarowym � otrzy-
mano udzia³y od 78 do 100%. Nato-
miast w przypadku portfeli SEM, udzia³
bezpo�rednich form inwestowania
waha siê od 88% przy g równym 0,04
do 100% przy g  równym 0,0047.

Odmiennie ni¿ w portfelach Mar-
kowitza, dla najni¿szych poziomów g
otrzymano wysokie � ponad 96%
udzia³y walorów reprezentuj¹cych
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bezpo�redni¹ formê inwestowania w towary. Najni¿szy udzia³ towarów w portfelu SEM �
92% uzyskano dla g równej 0,003. Po uwzglêdnieniu akcji spó³ek reprezentuj¹cych sektor
towarowy, otrzymujemy udzia³y od 98 do 100%.

W kolejnym kroku wyznaczono wybrane charakterystyki rozk³adów stóp zwrotu anali-
zowanych portfeli, które podano w tabeli 2. Jak widaæ, dla trzech najni¿szych poziomów g,
�rednia stopa zwrotu portfeli SEM jest wy¿sza od �redniej stopy zwrotu portfeli Markowit-
za. Dla pozosta³ych poziomów g s¹ one jednakowe. Prawie we wszystkich przypadkach
maksymalna stopa zwrotu uzyskana w portfelach SEM jest wy¿sza nawet o 100% od analo-
gicznych stóp uzyskanych z portfeli Markowitza. Jedynie w przypadku dwóch najwy¿-
szych poziomów g  zaobserwowano niemal identyczne warto�ci. W wiêkszo�ci portfeli
SEM, w porównaniu do portfeli Markowitza, zaobserwowano wy¿sze ujemne warto�ci mini-
malnych stóp zwrotu, ale dla dwóch najwy¿szych poziomów g  ponownie zaobserwowano
niezwykle ma³¹ ró¿nicê. Nale¿y jednak zauwa¿yæ, ¿e portfele SEM w wiêkszo�ci przypad-
ków s¹ bezpieczniejsze od portfeli Markowitza, bowiem w porównaniu z nimi charakteryzuj¹
siê mniejsz¹ semiwariancj¹. Ta ró¿nica maleje wraz ze wzrostem poziomu za³o¿onej stopy
zwrotu. Dla dwóch maksymalnych stóp zwrotu portfele
SEM s¹ tak samo ryzykowne jak portfele Markowitza. S¹
to w³a�ciwie prawie takie same portfele. Przyczyn¹ tego
jest fakt, ¿e zagwarantowanie wysokiej �redniej stopy
zwrotu z portfela ogranicza wybór do bardziej zyskow-
nych walorów.

W kolejnym kroku badano istotno�æ ró¿nic miêdzy
rozk³adami stóp zwrotu rozpatrywanych portfeli. W tym
celu pos³u¿ono siê testem zgodno�ci Ko³mogorowa-Smir-
nowa dla dwóch prób, a otrzymane wyniki przedstawio-
no w tabeli 3. Na tej podstawie mo¿na stwierdziæ z 95%
pewno�ci¹ brak statystycznie istotnej ró¿nicy miêdzy roz-
k³adami stóp zwrotu badanych portfeli. Dodatkowo prze-
prowadzono równie¿ badanie istotno�ci ró¿nic miêdzy

eiserkomynadabwileftroputorwzpótswóda³kzorikytsyretkarahcenarbyW.2alebaT

ammaG leftroP utorwzapotsainder� niM xaM ajcnairawimeS

01000,0

00100,0

73100,0

00200,0

01200,0

00300,0

00400,0

07400,0

M
MES
M
MES
M
MES
M
MES
M
MES
M
MES
M
MES
M
MES

53100,0
07100,0
53100,0
17100,0
53100,0
47100,0
00200,0
00200,0
00200,0
01200,0
00300,0
00300,0
00400,0
00400,0
07400,0
07400,0

92960,0-
58601,0-
92960,0-
73701,0-
92960,0-
42701,0-
17670,0-
42290,0-
17670,0-
70090,0-
26111,0-
00001,0-
68661,0-
10961,0-
27571,0-
27571,0-

56350,0
60211,0
56350,0
07311,0
56350,0
11901,0
36060,0
17001,0
36060,0
30890,0
20480,0
88590,0
00231,0
14131,0
17491,0
07491,0

61000,0
00000,0
71000,0
00000,0
81000,0
00000,0
02000,0
20000,0
02000,0
40000,0
24000,0
63000,0
80100,0
80100,0
17200,0
17200,0

.ensa³weinawocarpo:o³dór�

awonrimS-aworogom³oKtseT.3alebaT
pótsimada³kzoryzdêimcin¿óric�ontotsi

ileftrophcynadabutorwz

ammaG æ�otraW
ikytsytats

S-Kutset

eulavP

01000,0
00100,0
73100,0
00200,0
01200,0
00300,0
00400,0
07400,0

58797,0
56839,0
58797,0
29057,0
29057,0
93224,0
08041,0
39640,0

546745,0
232443,0
546745,0
326526,0
326526,0
701499,0
1
1

.ensa³weinawocarpo:o³dór�



96 A. GÓRSKA, M. KRAWIEC

portfelami optymalnymi z portfelem o równych
udzia³ach. Wyniki testu Ko³mogorowa-Smirno-
wa zestawiono w tabeli 4. Na tej podstawie mo¿-
na stwierdziæ z 95% pewno�ci¹ wystêpowanie
statystycznej ró¿nicy miêdzy rozk³adami portfeli
Markowitza i SEM oraz portfela o równych udzia-
³ach walorów w przypadku dwóch najwy¿szych
poziomów g.  W pozosta³ych przypadkach brak
statystycznie istotnej ró¿nicy.

PODSUMOWANIE

Inwestowanie w towary stanowi doskona³¹
alternatywê dla inwestycji w instrumenty finan-
sowe. Uwzglêdnienie towarów w portfelu pozwa-
la osi¹gaæ korzy�ci z jego dywersyfikacji. Uwa¿a
siê, ¿e udzia³ towarów nie powinien przekraczaæ
30%. St¹d, zgodnie z celem niniejszej pracy, do-
konano weryfikacji tego zalecenia w warunkach

polskiego rynku. W badaniach uwzglêdniono nastêpuj¹ce walory: akcje, metale szlachetne
i towary rolne. Do wyznaczenia sk³adu portfeli optymalnych zastosowano klasyczny model
Markowitza i model SEM, minimalizuj¹cy semiwariancjê portfela. Zwolennicy stosowania
semiwariancji, jako miary ryzyka, podkre�laj¹, ¿e lepiej ni¿ wariancja opisuje ona rzeczywi-
ste preferencje inwestorów, poniewa¿ mierzy odchylenia tylko poni¿ej okre�lonego pozio-
mu oczekiwanej stopy zwrotu.

Uzyskane wyniki pokazuj¹, ¿e przyjêcie danej miary ryzyka ma wp³yw na sk³ad opty-
malnego portfela. Wiêkszo�æ portfeli SEM ma inny sk³ad ni¿ portfele Markowitza, przy czym
ró¿ni¹ siê one zarówno pod wzglêdem wystêpuj¹cych walorów, jak i proporcji miêdzy ich
udzia³ami. Dla ka¿dej za³o¿onej stopy zwrotu czê�æ walorów wystêpuj¹cych w obydwu
rodzajach portfeli jest taka sama. Ró¿nice miêdzy portfelami optymalnymi, wyznaczonymi
zgodnie z modelem Markowitza a minimalizuj¹cymi semiwariancjê, s¹ szczególnie wyra�ne
w przypadku niskich za³o¿onych stóp zwrotu. W przypadku najwy¿szych za³o¿onych stóp
zwrotu portfele SEM s¹ prawie takie same jak portfele Markowitza. Przyczyn¹ tego jest fakt,
¿e zagwarantowanie wysokiej �redniej stopy zwrotu z portfela ogranicza wybór do bardziej
zyskownych walorów.

Wiêkszo�æ portfeli SEM okaza³a siê bezpieczniejsza od portfeli Markowitza, poniewa¿
charakteryzuj¹ siê one ni¿sz¹ semiwariancj¹. Choæ czêsto s¹ to portfele zyskowniejsze, to
badanie istotno�ci ró¿nic miêdzy rozk³adami stóp zwrotu rozpatrywanych portfeli testem
Ko³mogorowa-Smirnowa ujawni³o z 95% pewno�ci¹ brak statystycznie istotnej ró¿nicy
miêdzy rozk³adami stóp zwrotu badanych portfeli. Przeprowadzone dodatkowo badanie
istotno�ci ró¿nic miêdzy portfelami optymalnymi i portfelem o równych udzia³ach pozwoli-
³o stwierdziæ z 95% pewno�ci¹ wystêpowanie statystycznej ró¿nicy miêdzy rozk³adami
portfeli Markowitza i SEM oraz portfela o równych udzia³ach walorów jedynie w przypadku
dwóch najwy¿szych poziomów g.
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Podsumowuj¹c mo¿na stwierdziæ, ¿e w badanym okresie, niezale¿nie od zastosowanej
metody doboru portfela, udzia³ towarów powinien wynosiæ od 63 lub 78% do 100%, w
zale¿no�ci czy uwzglêdniamy wy³¹cznie bezpo�redni¹ formê inwestowania w towary, czy
równie¿ formê po�redni¹ � zakup akcji spó³ek sektora towarowego. Wzrost poziomu za³o¿o-
nej stopy zwrotu poci¹ga³ za sob¹ wzrost udzia³u towarów w portfelu, bowiem w badanym
okresie najwy¿sze stopy zwrotu generowa³y w³a�nie te walory. S¹ to wiêc warto�ci daleko
przewy¿szaj¹ce rekomendacje dla rynków zachodnich, które jednak s¹ wynikiem badañ
przeprowadzonych na danych obejmuj¹cych d³ugi horyzont czasowy od 10 do 35 lat. Nato-
miast badania, których wyniki przedstawiono w tej pracy s¹ efektem analiz danych empi-
rycznych obejmuj¹cych okres 4,5 roczny. St¹d pojawia siê konieczno�æ dalszych badañ,
które pozwol¹ na weryfikacjê otrzymanych wyników wraz z up³ywem czasu.
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Anna Górska, Monika Krawiec

Summary

CONSTRUCTION OF MARKOWITZ AND MINIMAL SEMIVARIANCE PORTFOLIOS
INCLUDING INDIRECT AND DIRECT WAYS OF INVESTING IN COMMODITIES

Investing in commodities is a good alternative to investments in financial assets. Adding commodi-
ties to portfolio allows to obtain benefits from its diversification. Nevertheless, it is believed that share
of commodities should not exceed 30 percent. Thus, the aim of the paper is to verify the recommenda-
tion on the Polish market. The analysis encompasses stocks of some enterprises listed at the Warsaw
Stock Exchange, precious metals and agricultural items. In order to determine shares of separate assets
within portfolio the following two methods are used: standard Markowitz model and SEM model that
minimizes portfolio semivariance.
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